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Introduction

La mécanique des fluides est un domaine de la physique dédié a I’étude du comportement
des fluides (liquides, gaz et plasmas) et des forces internes associées. C’est une branche de la
mécanique des milieux continus qui modélise la matiére a I'aide de particules assez petites
pour relever de 'analyse mathématique mais assez grandes par rapport aux molécules pour
étre décrites par des fonctions continues.

Elle se divise en deux parties, la statique des fluides qui est I’étude des fluides au repos
et la dynamique des fluides, qui est I’étude des fluides en mouvement.

Aujourd’hui, la dynamique des fluides est un domaine actif de la recherche avec de nom-
breux problémes non résolus ou partiellement résolus.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Dans la premiére chapitre on va donner des Notions préliminaires et définitions avec les
équations de mouvement.

Dans la deuxiéme chapitre on présente la thermodynamique et ses lois.

Dans la troisiéme chapitre on présente la définition de la stabilité non linéaie et la méthode

de Lyapunov avec la méthode d’énergie.



Chapitre 1

Notions préliminaires et définitions

1.1 Equation du mouvement

1.1.1 Equation de cotinuité

En mécanique des fluides, le principe de conservation de la masse peut étre décrit par
I'équation de continuité sous plusieurs formes différentes : locale conservative (dérivée en
temps normale), locale non conservative (la dérivée en temps suit la particule dans son
mouvement), ou intégrale. Suivant les problémes posés, c’est I'une ou I'autre de ces équations
qui pourra étre retenue, toutes étant équivalentes.

On note ici :

1. p=p(7,t) : la masse volumique du fluide au point repéré par le vecteur 2" & I'instant
”t H‘
- = . , . . : P

2. U = U (7,t) : la vitesse d'une particule de fluide se trouvant au point repéré par le

—> o .
vecteur x a 'instant "t".

forme locale

Cette écriture est la plus générale et la plus répandue.

%—f—div(pﬁ):O

En faisant intervenir la notion de dérivée particulaire, on a I’écriture équivalente suivante :



D
F?—l—pdiv (7) =0

Forme intégrale

Cette formulation permet I’étude d’un "bloc" de fluide €2 () pouvant éventuellement se
déformer au cours du temps.

Elle traduit le fait que la masse du fluide enfermé dans le volume €2 (¢) est constante.

d

_>
— p(a,t) dQ(t) =0
i, P 0 @0

1.1.2 Les équations des stokes

En négligeant dans 1’équation de Navier-Stokes incompressible stationnaire les termes

proportionnels & la masse volumique du fluide (u - V) u ,on obtient I’équation de Stokes :

—vAu+Vp=f
divu =0
Plus la vitesse de ’écoulement est petite en regard des dimensions de €2 et de la valeur de
la viscosité, plus le modele de Stokes est une approximation valable des équations de Navier-
Stokes. La différence fondamentale entre les deux équations est que le terme non linéaire en

vitesse a disparu, I’équation de Stokes est une équation aux dérivées partielles linéaire

1.1.3 Equations d’Euler

Les différents force qui agissent sur un élément de fluide en mouvement se raménenent & :
— Les forces exterieures (forces de volume).

— Des forces pression (forces de surface).

— Des forces d’internie.

La loi de Newton du mouvement est comme suite :

Z?:mv



Pour illustrer le dévellopement des équation qui régissent le mouvement de particules de
fluide , on considére pour la simplicité de l'illustration une réprésention cartisiénne bidimen-

sionnelle suivant la direction (Ox) on a :

Fy =my,

La particule de fluide est représentée en deux position a deux instant ¢ et t + dt

_du
Cdt

u (z,y,t) : La composant de la vitesse vraie avec la position de temps. En négligeant les

Ve

termes d’ordre supérieur , alors on peut écrire :

ou ou ou

La variation infinitésimales dans la position dx et dy de la particule de fluide sont donnée

par les équations de la trajectoire

dr =udt et dy=wvdt

L’accélération dans la direction x est :

_d_u_@jL ou ou
Te = Tt T Yar T Vay

La forme vectorielle de 7 est :

__dv
T

Cette équation dévelloppée par Euler et nommeée équation d’Euler .

1 - =
=——grad P + F
p

R
Le cas ou la force de volume F' dérive d’un potentiel :



— —
F =—grad U

En générale on se trouve dans le champs de pesanteur :

U=gh

On peut écrire ’équation d’Euler sous la forme :

AV _ 1oed B4 F
e pgra
ov _ _ 1 - =
— — + (vgrad) v = ——grad P + F
ot p
Ov =\ lo0— —
<:>—+(v V)v:——VPJrF
ot i
Equation d’Euler :
vl 1
IS o SRS VR B e
o 2 p

1.1.4 Equation de Bernoulli

A partir de I’équation d’Euler pour un fluide incompressible et parfait et lorsque les forces

de volume dérivent d’un écoulement stationnaire instationnaire :

dv 1 — —
— = ——grad P —grad U
dt P

On rappelle 'identité vectorielle :

72

(V' grad) v = grad (%) + (? X 7) X v

Donc on peut écrire :

ov 2 = N — —
E—l—grad - —l—(va)xv———gradP—gradU
— 2
= %—:Jrgrad(%)Jr(?x?)x?:O



On rappelle la forme du vecteur tourbillon

1 1
ﬁ:?ﬁ7:§<€x7)

Et dans le cas d'un écoulement stationnaire c’est-a-dire <— = 0) alors on peut écrire :

2 p
grad(%—i———i—U)—l—Qﬁx?:O
p

On projet cette équation sur un ligne de courant de vecteur unitaire , donc on a :

— = 5 grad

0s

Ce qui donne
2

P
?gm(%+—+v)+?(€x7)x?:o
P

Comme s et v sont colinéaire :

Ainsi on a :

s \ 2

Le long d’un ligne de courant est aprés on a :

2
0 <U—+§—I—U):Cte

2
P
L v 4U=Cte
2 p

Dans ce cas les forces de volume se réduisent le plus souvent & la seule force de pesanteur,
on a la force simple de I’équation de Bernoulli pour les fluides incompressibles parfait d’un
écoulement stationnaire irrotationnel est :

v?

P
—+—+gz=Cte
2 p

1.2 Les écoulements de fluide

1.2.1 Ecoulement stationnaire :

L’écoulement du fluide est permanent ou stationnaire si ses composantes de vitesse sont

indépendantes de la variable temps.



1.2.2 Ecoulement incompressible

Un fluide est dit incompressible si sa masse volumique est constante c’est a dire ne dépend

pas de la pression. D’aprés I’équation de conservation de la masse on peut écrire :

p=C" = divv =0

Par ailleurs,

Dp

Dt—o

divy =0 <—

Un tel écoulement, pour lequel la masse volumique d’une particule fluide est une constante
du mouvement, est qualifié d’incompressible. Dans ce cas,p peut varier avec la position (les
différentes particules fluides peuvent avoir des masses volumiques différentes).

En regle générale, les liquides peuvent en premiére approximation étre considérés comme
incompressibles et les écoulements gazeux peuvent étre assimilés a des écoulements incom-

pressibles dans la mesure o la vitesse 7 est partout négligeable devant la vitesse du son.

1.2.3 Ecoulement compressible

Un fluide est dit compressible lorsque le volume occupé par une masse donnée varie en
fonction de la pression extérieure. Les gaz sont des fluides compressibles.
Par exemple, ’air, I’hydrogéne, le méthane a ’état gazeux, sont considérés comme des

fluides compressibles.

1.2.4 Ecoulement parfaits

Soit un systéme fluide, c’est-a-dire un volume délimité par une surface fermée » fictive

ou nomn.



Figure 1.1

Considérons d F la force d’interaction au niveau de la surface élémentaire dS de normale
n entre le fluide et le milieu extérieur.

On peut toujours décomposeren d? en deux composantes :

— une composante dF—’>T tangentielle & dS.

— une composante dl?n normale & dS.

En mécanique des fluides, un fluide est dit parfait s’il est possible de décrire son mouve-
ment sans prendre en compte les effets de frottement. C’est & dire quand la composante 8}7;

est nulle. Autrement dit, la force dF est normale a ’élément de surface d.S.

1.2.5 Ecoulement réel

Contrairement & un fluide parfait, qui n’est qu'un modeéle pour simplifier les calculs, pra-
tiquement inexistant dans la nature, dans un fluide réel les forces tangentielles de frottement
interne qui s’opposent au glissement relatif des couches fluides sont prise en considération.
Ce phénomeéne de frottement visqueux apparait lors du mouvement du fluide.

C’est uniquement au repos, qu’on admettra que le fluide réel se comporte comme un
fluide parfait, et on suppose que les forces de contact sont perpendiculaires aux éléments de
surface sur lesquels elles s’exercent. La statique des fluides réels se confond avec la statique

des fluides parfaits.

1.2.6 Ecoulement potentiel

Dans la dynamique des fluides, un écoulement est dit potentiel lorsque son champ des

vitesses v est dirivé d'un potentiel c’est & dire il existe une fonction scalaire de potentiel des

10



vitesses ¢ tel que :

v=Vp

Si le domaine de I’écoulement est simplement connexe, alors il existe une fonction ¢ appelée
potentiel des vitesses, vérifiant

U = grady

Puisque le rotationnel d’'un gradient est toujours égal & zéro V x Ve = 0, alors un

écoulement potentiel est toujours irrotationnel :

Vxv=0

Les écoulements potentiels servent le plus souvent a décrire des écoulements de fluides par-
faits, c’est-a-dire des écoulements ot la viscosité peut étre négligée, parce qu’'un écoulement
irrotationnel le reste tant que la viscosité est négligeable (équation d’Euler avec ’hypothése
que le champ de forces extérieures dérive d’'un potentiel).

Si I’écoulement est incompressible, la divergence de v est égale a zéro :

V-v=0

Le potentiel des vitesses ¢ est alors une solution de I’équation de Laplace :

Vi =0

ol V2 est le Laplacien, ou 'opérateur laplacien, parfois aussi noté A .
A deux dimensions, les équations des écoulements potentiels sont trés simples et peuvent

étre étudiées avec les outils de ’analyse complexe.

1.2.7 Ecoulement irrotationnel

On dit qu’'un écoulement est irrotationnel si sa vecteur vitesse verifie la relation suivante :

rol v =0

11



Si le domaine de I’écoulement est dénué de "trous" (simplement connexe), alors il existe

——
une fonction ® appelée potentiel des vitesses, vérifiant v = grad ®

1.3 Viscosité

La viscosité peut étre définie comme I’ensemble des phénomeénes de résistance a 1’écou-
lement se produisant dans la masse d’une matiére, pour un écoulement uniforme et sans
turbulence. Plus la viscosité augmente, et plus la capacité du fluide a s’écouler facilement
diminue, plus I’énergie dissipée par 1’écoulement sera importante.

Plusieurs grandeurs physiques caractérisent la viscosité : la viscosité dynamique (celle
utilisée le plus généralement), la viscosité cinématique, la seconde viscosité et la viscosité de

volume.

1.4 Ligne de courant

On appelle ligne de courant la courbe qui , en chacun de ses points; est tangente au
vecteur vitesse local du champs de 1’écoulement , son équation différentielle s’écrit :
dx dy dz

= = 3 T fixé
Wy ant) vy at) wmyat) e

y A (mémeinstanl)

— vm,t) vimtlp

dM LUP
”/—-—i —_— . : —

//MI M,

z K X
Ligne de courant a l'instant ¢ (photo instantanée de 1’écoulement)

Soit deux équations & trois variables (z,y, z) effet , pour un déplacement dM infiniment

petit du point M sur un ligne de courant , on peut écrire

12



U ANAM =0

ce qui s’écrit scalairement :

vdz—wdy=0
wdr —udz=0
udy—vdr=20

posant la valeur commune du rapport de I’équation différentielle encadrée égale a d,,,
désignant un réel quelconque ; les équations paramétriques des lignes de courant passant , a

tout instant , par le point My (g, 3o, z0) pour a = 0 s’écrivent sous la forme :

a+da

’ qu »-yfﬂ—-—) -
0

ligne de courant alinstant t

Figure 1.3

r=x (an Yo, ZOvta Oé)
Yy = ?J(fl?anD,ZOataa)
z = z (o, Yo, 20, t, @)

Les lignes de courant constituent ainsi une famille des courbes & deux paramétres; elles
varient dans ’éspaces ( & travers le paramétre géométrique o ) et dans le temps ( par le

variable temporelle t ).

1.5 Les trajectoires

On appelle trajectoire la courbe décrite au cours du temps par une particule de fluide
quelconque du champs de 1’écoulement.

En comparant avec les lignes de courant .

13



Les équations paramétriques différentielles des trajectoires son définies par :

d
d_f = Uy ($7y727t)
d
d—‘q; = uy (2,y, 2,1)
d
d_j = U, (x,y,z,t)

1.6 La cinématique

1.6.1 La Masse volumique (ou la densité)

La masse volumique, dont le symbole est p (rho), est une propriété caractéristique qui
représente la quantité de matiére (masse) qui se trouve dans un espace (une unité de volume)
donnée. Mathématiquement, la masse volumique est définie comme la masse divisée par le

volume, ot p est la masse volumique,m est la masse, et V' est le volume.

p:

<|3

1.6.2 Description Lagrangienne et Eulerienne

La cinématique des fluides regroupe les méthodes qui permettent la description du mou-
vement du fluide sans se préoccuper des causes du mouvement. En mécanique des fluides,
et plus généralement en mécanique des milieux continus, on distingue deux descriptions

distinctes :

Description Lagrangienne :

Dans le cadre de la description lagrangienne, on suit donc une particule fluide dans son
mouvement et on regarde sa position a un instant ¢ . La particule est identifiée par sa position
initiale située au point M, a I'instant ¢t = 0. et 7 est le vecteur position initiale, il ne dépend

pas du temps :

14



o
—
o = OM = Yo
<0
On cherche a définir toutes les positions de toutes les particules a chaque instant ¢ maté-
rialisées par le point M.

Les inconnues de Lagrange sont les coordonnées, & I'instant ¢ , de la position

T (?07 t)
—
ro (70,1) = OM = | y (70, 1)
¥4 (?07 t)
On plus simplement notée
x
ﬁ J—
r= Y
z

Les coordonnées de Lagrange sont le vecteur position initiale 7 et le temps t : la seule
variable est donc le temps, les dérivées partielles ou totales sont ainsi identiques (les dérivées

partielles n’ont pas vraiment de sens).

Description Eulérienne :

Plus pratique, cette approche est trés utilisée en mécanique des fluides, ainsi qu’en mé-
canique des milieux continus pour de grandes déformations. Pour une position donnée, on
observe ce qui rentre et ce qui sort & chaque instant.

La position de la particule fluide étudiée est caractérisée par ses coordonnées dans le

systeme de coordonnées utilisées. Par exemple, en coordonnées cartésiennes :

x
—_—
T = Y
Z

15



1.6.3 Théoréme de transport de Reynolds

Dans le calcul différentiel , la théoréme de transport de Reynolds (également connu sous le
nom de théoréme de transport de Leibniz-Reynolds), ou en bref le théoréeme de Reynolds , est
une généralisation tridimensionnelle de la régle intégrale de Leibniz appelée différentiation
sous le signe intégral . Le théoréme est nommé d’aprés Osborne Reynolds (1842-1912).

Il est utilisé pour refondre des dérivées de quantités intégrées et est utile pour formuler
les équations de base de la mécanique du continuum .

Considérons l'intégration de f = f(z,t) sur la région dépendant du temps Q(t) qui a la

frontieére 0€2(t) , puis en prenant la dérivée par rapport au temps :

3!
— ov
ot Jow /

si nous souhaitons déplacer la dérivée a I'intérieur de I'intégrale, il y a deux problémes : la
dépendance temporelle de f, et 'introduction et la suppression de I’espace de 2 en raison de

sa frontiere dynamique. Le théoréme de transport de Reynolds fournit le cadre nécessaire.

formule générale

Le théoreme de transport de Reynolds peut étre exprimé comme suit :

0 of b
— f@V:/ —8V+/ v'.n) fOA
ot Jaw a@) Ot Bﬂ(t)( )

ou n(x,t) est le vecteur normal de I'unité pointant vers I'extérieur, = est un point dans la
région et est la variable d’intégration, dV et dA sont des éléments de volume et de surface
en x,

et v° (z,t) est la vitesse de I’élément surfacique ( pas la vitesse d’écoulement). La fonction
f peut étre tensorielle, vectorielle ou scalaire. Notez que l'intégrale sur le coté gauche est

une fonction uniquement de temps, et donc la dérivée totale a été utilisée.

1.7 Meécanique

1.7.1 Les forces

Une force permet de modéliser ’action d’un corps sur un autre.

16



Les effets d’un forces :

Une force est susceptible :

de modifier la vitesse d’un corps (éventuellement de le mettre en mouvement ou le stop-
per),

de modifier la trajectoire d’un corps (forces qui se compensent),

de déformer ce corps.

Selon les situations la force peut produire 'un de ces effets, deux d’entres eux ou les trois
simultanément.

L’effet obtenu dépend de 'orientation de la force, de sa direction, de sa valeur et de la

nature du corps qui subit cette force.

1.7.2 Conservation de Masse

La loi de conservation de masse ne peut étre formulée qu’en mécanique classique lorsque
les échelles d’énergie associées a un systéme isolé sont beaucoup plus petites que mc? ou
m est la masse d'un objet typique dans le systéme, mesurée dans le cadre de référence ou
I’objet est au repos, et ¢ cest la vitesse de la lumiére .

La loi peut étre formulée mathématiquement dans les domaines de la mécanique des
fluides et mécanique des milieux continus , ot la conservation de la masse est généralement

exprimée en utilisant I’ équation de continuité , donnée en forme différentielle en tant que

dp B
E+V~(pv)—0

ou p est la densité (masse par unité de volume), t est le temps, V est la divergence , et
v est le champ de vitesse d’écoulement . L’interprétation de I’équation de continuité pour la
masse est la suivante : Pour une surface fermée donnée dans le systéme, le changement de
temps de la masse entourée par la surface est égal a la masse qui traverse la surface, positif si
la matiére entre et négatif la matiere sort. Pour I’ensemble du systéme isolé, cette condition
implique que la masse totale M, la somme des masses de tous les composants du systéme,

ne change pas dans le temps, c’est-a-dire

dM d
W—a/”v

ou dV est le différentiel qui définit 1’ intégrale sur tout le volume du systeme.

17



1.7.3 Principe de conservation Momentum

L’une des lois les plus puissantes de la physique est la loi de conservation de I” impulsion.
La loi de conservation de la quantité de mouvement peut étre énoncée comme suit :

Pour une collision entre 'objet 1 et ’'objet 2 dans un systéme isolé , 'impulsion totale des
deux objets avant la collision est égale & 'impulsion totale des deux objets aprés la collision.
C’est-a-dire que I'impulsion perdue par I'objet 1 est égale a I'impulsion acquise par 'objet
2.

La déclaration ci-dessus nous indique que 'impulsion totale d’une collection d’objets
(un systéme ) est conservée - c’est-a-dire que la quantité totale d’impulsion est une valeur

constante ou immuable.

18



Chapitre 2

La thermodynamique

2.1 Introduction

La thermodynamique est une discipline transversale de la physique, qui traite des trans-
formations de I’énergie sous toutes ses formes.

Elle est fondée sur deux principes fondamentaux :

-le premier principe énonce de fagon trés générale la conservation de I’énergie : I’énergie
peut étre stockée par un systéme sous forme d’énergie interne ou d’énergie cinétique, et peut
étre échangée avec I'extérieur sous la forme de travail ou de chaleur ;

-le second principe de la thermodynamique traite de 1’évolution des systéemes, en introduit
la notion essentielle d’entropie.

La conjonction des deux principes permet de définir de fagon trés rigoureuse des conditions
d’équilibre d’un systéme, c’est-a-dire ’état vers lequel il évoluera en fonction des conditions
extérieures qui lui sont imposées. La thermodynamique de 1’équilibre est une discipline es-
sentielle pour 'ingénieur, et a des applications dans tous les domaines industriels : toute
installation industrielle produit ou consomme de 1’énergie, et est le siege de phénomeénes
physico-chimiques qui évoluent vers un état d’équilibre qui peut étre prédit par la thermo-

dynamique.

2.2 Le premier principe de la thermodynamique

Selon le premier principe de la thermodynamique, lors de toute transformation, il y a

conservation de 1’énergie.
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Dans le cas des systémes thermodynamiques fermés, il s’énonce de la maniére suivante :

« Au cours d’une transformation quelconque d’un systéme fermé, la variation de son
énergie est égale a la quantité d’énergie échangée avec le milieu extérieur, par transfert
thermique (chaleur) et transfert mécanique (travail). »

Enoncé :

Pour tout systéme thermodynamique, on peut définir, & une constante pres, une fonction
U, appelée énergie interne, et ayant les propriétés suivantes :

— U est une fonction d’état (elle ne dépend que des états initiaux et finaux de la trans-

formation).

— U est extensive.

— U se conserve dans un systéme isolé.

La variation de U au cours d’une transformation infinitésimale d’un systéme fermé (de

composition fixe) vérifie :

dEc + dEp + dU = §W + 6Q

avec :

dE¢ : variation de ’énergie cinétique macroscopique.

dE, : variation de ’énergie potentielle extérieure ou encore opposé du travail des forces
conservatives extérieures.

OW : travail des forces du milieu extérieur sur le systéme (négatif si le travail est résistant,
positif s’il est adjuvant).

0@ : quantité de chaleur échangée avec le milieu extérieur au systéme (par conduction,
convection ou rayonnement). La convention choisie ici est de noter positivement un transfert

thermique de 'extérieur vers le systeme.

2.3 Deuxiéme principe de la thermodynamique

Le deuxiéme principe de la thermodynamique (également connu sous le nom de deuxiéme
loi de la thermodynamique ou principe de Carnot) établit I'irréversibilité des phénomeénes
physiques, en particulier lors des échanges thermiques ; Le second principe introduit la fonc-
tion d’état entropie : S, usuellement assimilée a la notion de désordre qui ne peut que croitre

au cours d’une transformation réelle.
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Enoncé de la loi :

Toute transformation d’un systéme thermodynamique s’effectue avec augmentation de
I’entropie globale incluant I’entropie du systéme et du milieu extérieur. On dit alors qu’il y
a création d’entropie.

La fonction d’état entropie : S, a été considérée comme une mesure du désordre.

ASglobal = SCreation = ASsyst + ASext >0

Dans le cas d’une transformation réversible, la création globale d’entropie est nulle.

Remarques :

— L’entropie d’un systéme isolé ne peut qu’augmenter ou rester constante puisqu’il n’y a
pas d’échange de chaleur avec le milieu extérieur.

— L’entropie d’un systéme peut diminuer mais cela signifie que I’entropie du milieu exté-
rieur augmente de facon plus importante ; le bilan entropique étant positif, ou nul si la
transformation est réversible.

— L’expression « degré de désordre du systéme » introduite par Boltzmann peut se révéler
ambigiie et subjective. En effet on peut aussi définir ’entropie comme une mesure de
I’homogénéité du systéme considéré.

L’entropie d’un systéme thermique est maximale quand la température est identique en
tout point. De méme, si on verse un liquide colorant dans un verre d’eau, I’entropie du sys-
téme coloré sera maximale quand, a la suite du mélange, la couleur du contenu sera devenue
uniforme. Tout systéme isolé, siege d’une agitation aléatoire, tend spontanément & s’homo-
généiser de maniere irréversible ce qui intuitivement semble contraire a une augmentation
du désordre.

Le second principe est un principe d’évolution qui stipule que toute transformation réelle

s’effectue avec création d’entropie.

2.4 L’inégalité de Clausius-Duhem pour la thermoélas-
ticité

L’inégalité de Clausius-Duhem peut étre exprimée sous forme intégrale
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d q-n pSs
— d > — dA — ——dA —d
dt(/ﬂpn V)_/dﬂpn(u v-n) T +QT \%

Dans cette équation ¢, est le temps, () représente un corps et I’ intégration est sur le
volume du corps, df) représente la surface du corps, p est la densité de masse du corps, 7 est
I’ entropie spécifique (entropie par unité de masse), u, est la vitesse normale de dS2 , v est
la vitesse des particules a I'intérieur €2 , n est I'unité normale & la surface, ¢ est le vecteur
de flux de chaleur , s est une source d’ énergie par unité de masse, et T" est la température
absolue . Toutes les variables sont des fonctions d’un point matériel & = au moment ¢.

Sous forme différentielle , I'inégalité de Clausius-Duhem peut s’écrire

i q p s
>—V-<—) il
pI= )t T

ou 7 est la dérivée temporelle de 7 et V. (a) est la divergence du vecteur a .
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Chapitre 3

Stabilité non linéaire

Commencons par quelques paramétres abstraits . Si nous mettons par Y un scalaire d’'un
espace de Banach , alors X = [Y]" désignera I'espace vectoriel de Banach donné par le
produit cartésien de Y n fois. Dans cette section nous introduisons quelques définitions de
stabilité. Etant donné un flux constant S, , le concept physique de la stabilité de S, est lié &
le concept d’observabilité .Supposons en tant que la défiition qualitative de la stabilité , la
proposition suivante :

La stabilité d’'un mouvement donné est sa capacité «tenir» (a observer ) dans le présence
des petites perturbations présentes dans tout systéme physique . Cette défiition nous permet
d’itroduire la définition correcte de la stabilité d’un donné solution stable S, aux équations
du mouvement qui sera référé a stabilité du mouvement de la base Sy, A l'instant ¢ = 0 nous
perturbons le mouvement de la base S, , et appelez Sy = S (0) les donné initiales perturbées
qui produisent la mouvement perturbé S (t) .Corrélativement ,la perturbation So— S, a
I'instant initiale produit I’évolution dans le temps de la perturbation S (t)— Sy . Le question
de La stabilité est :

Est-il possible de controler S () — S, dans une norme spatiale donné||- || , pour t € (0, oc)

a condition que Sy — S, soit suffisamment petit dans la méme norme ||| ?

3.1 La stabilité

Le mouvement S, est dit stable dans le fixe norme ||-|| en ce qui concerne les données

initiales si et seulement si pour tout les nombres € > 0, il existe 6 > 0 tel que, pour tout les
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perturbations initiales Sy — S, ayant norme dans X iférieur a 6 , ¢’est-a-dire ||Sy — S,

‘ )
) X
, les perturbations correspondantes S (t) — S, dans la norme ||-|| reste inférieur & ¢, c’est-
a~dire HS’ (t) — SbH < € pour tout t.
X
Les flux de base qui vérifiant la stabilité non linéaire sont parfois appelés stables dans

signifie , mais cette notation n’est pas généralement acceptée.

3.2 Stabilité asymptotique

la Stabilité est asymptotique si les preturbations revienent & zéro comme le temps passe
a 'infini
lim HS (1) - SbH —0
t—o0 X

Nous disons que le mouvement de base est asymptotiquement stable.

3.3 L’instabilité

On dit qu'un mouvement Sy (t) est instable dans le X-norme si elle n’est pas stable, c’est-
a~dire §'il existe € > 0, une séquence de données {S; (0)} approchant S, , et une séquence a
Iinstant ¢; , tels que si ||.S; (t) — Sy||x > € pour tout i € N.

Sous des hypothése de stabilité non linéaire , si nous pouvons contrbler physiquement
cela & temps initial la norme dans X de 5’0 — S, est inférieure a ¢ , alors le flux de base .5,
sera également observable expérimentalement dans la classe des flux perturbé ayant données

initiales suffisamment proches de S.

3.4 Parameétres abstraits

On note f une fonction vectorielle de classe C*définie dans ’espace vectoriel de Banach

X , avec des valeurs dans X ,
fiveXr— fv)eX

Nous étudions I'abstrait probléme d’évolution autonome

W f (V) 51)
V(0) =V, '



Une valeur V}, € X est étre un point critique de 3.1 si f (V4) = 0. Notez que I'existence de

points critiques déduit la connaissance de la stabilité solutions
V(t, V)=V

S’il existe un point critique pour 3.1 , alors par une simple soustraction nous en déduire
que la fonction :

W(t7W0):V(t7%)_%€X

avec
Wo=Vo =V,
résout le probléme
AW
=g(W
a = 9(W) (3.2)

gW)=fW+W)—f(W)
Dans notre cas , nous étudions directement la défférence des mouvement, donc S, est le

point critique de 3.2, et vérifie : W, (t) = W (¢, 0)

3.5 Stabilité non linéaire

La solution nulle W}, (¢) = 0 & 3.2 est dit non-linéaire dans la norme X si
Ve>0 35(e) >0: ||[Wolly <6 = [|[W(E,Wo)llx <€ ,Vte(0,00) (3.3)

Une solution W), (t) = 0 a 3.2 est dite instable dans la norme X si elle n’est pas stable;
c’est-a-dire s'il existe € > 0, une séquence de données initiales {I¥;} approchant a zéro , et
une séquence d’instants ¢; ; tels que |W (¢;, W;)||x > € pour tout i € N, la différence entre
la dépendance continue et la stabilité réside dans le intervalles de temps (0,7") et (0,00) ou

le controle se produit.

3.6 Stabilité exponnentielle non linéaire

La solution W, (¢,0) = 0 a 3.2 est dit non-stable inconditionnellement stable dans la
norme X siil y a un controle des perturbations en termes de données initiales la norme X |

aussi grande soient les perturbations au moment initial dans le X-norme.
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La solution W, (¢,0) = 0 a 3.2 est dite indépen-damment stable dans la norme X si elle

est stable et pour toute donnée initiale W elle tient
tlim W (t; Wo)llx =0 W (t; Wo)|lx < cexp™ respectivement
—00

Avec ¢, constantes appropriées , 3 est la constante de décroissance temporelle.

3.7 Controle initiale des données

En réalité , nous pouvons prescrire des donées initiales loin de 1’état stable S, , et nous
pouvons soutaiter étudier ce qui se passe dans ces circonstances. précédent les définitions de
la stabilité non linéaire ne disent rien sur le contréle des solutions avec des données iitiales
finies . En effet, dans les phénomeénes non linéaires avec grande initiale données , une solution
S (t) peut perdre son controle & partir des données initiales , méme si S, est non linéaire (pour
les petites perturbations initiales). Cette situation se produit fréquemment et il constitue le
véritable écart entre linéaire et la stabilité non linéaire ;a ce jour il semble qu’il n’y a pas de

rigoureux ; les définitions de ce phénomeéne , nous introduisons ici deux nouvelle définitions :

Définition 1 :

On dit qu’une perturbation W (t, Wy) a l'état de repos Sy, est controlées par des données

initiales dans le rang I, /1, si et seulement si , pour tout Wy satisfaisant
a < ||Wolly < 2a (3.4)

La solution W (t,Wy) est toujours borné , donc qu’il existe un constante o = «a (a) > 0

tels que

W (& Wo)lx < a Yt > 0. (3.5)

Définition 2 :

On dit que I’état de repos perd le controle de 1’état iniliale s’il existe un nombre positif
a et des données initiales W, satisfaisant 3.4 telle que la solution correspondante W (¢, W)
n’est pas controlée par I'initiale des données ; alors qu’a chaque fois que a > 0; il existe T > 0
tel que la solution W (¢, W}) de la probléme 3.2 Avec les données initiales satisfaisant 3.4

vérifie I'inégalité
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W (& Wo)llx (T) = a (3.6)

3.8 Meéthode de Lyapunov

Nous commencons par les paramétres abstraits 3.1. Soit V}, un point critique de 3.1 a

savoir
f(%)=0 (3.7)
La stabilité étudie I’évolution dans le temps de la perturbation dans une norme prescrite

x
W(t;Vo—Vi) =V(t; Vo) = Vs
W0 Vo=Vo) = Vo=V

Définition :
Soit W € X une solution & 3.2 . Une fonction douce
F-WeX—->FW)eR

Est dit étre unfonctionnel de Lyapunov pour la solution nulle W, = 0 dans ’espace absrait

X si:
1. Il est définit positif dans le voisinage de 'origine , i.e
F(0)=0 F(W)>0 W #0 YW el
2. 1l est continu au voisinage de 0 de rayon R; i.e

VR>e>0 ;36>0: Wiy <d—=F(W)<e

3. Il diminue le long de la solution & 3.2; i.e

drE (W (t))

< : Vit :
o <0 V>0 (3.8)
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3.9 Théoréme de Lyapunov

— S’il existe une fonction de Lyapunov pour le systéme 3.2, la solution nulle W} (t;0) a
3.2 est stable dans la norme X.
— S’il existe une foction de Lyapunov pour le systéme 3.1 , alors la solution stationnaire

V(t, V) =V,a3.1.

Remarque

Pour les mouvements stables de l'espace fixe X ils existe des infinis fonctionnalités de

Lyapunov . Un probléme réside dans la construction du plus fonctionnel de Lyapunov F.

3.10 Méthode d’énergie

La méthode de I’énergie prend comme point de départ le probleme de la valeur initiale
décrit dans 3.2, le «systéme de perturbations». Il déduit fonctionne de Lyapunov en opérant
sur le systeme 3.2., Une opération typique de cette méthode est la multiplication de 3.2 par
une fonction de W dans X, dont est généralement un espace de Hilbert X = H ou 3.2 est
défini.

La méthode de I’énergie est habituellement utilisée pour étudier la stabilité non linéaire
de écoulements visqueux incompressibles, régis par des systémes paraboliques "généralisés",
Généralement la «méthode énergétique» n’utilise pas d’énergie physique.

Soit v, p une solution aux équations instationnaires de Navier-Stokes dans un domaine

fixe €} qui satisfait

(

ow+v-Vo—vAv=—-Vp+ f
V-v=0 1) € Q2 x (0,

v (z,1) (0, 00) (3.9)
v (x,0) = vy () x €

Vo = Uy

\

avec [ étant une force externe, DY étant une vitesse limite ,et vy la donnée premier.
Dans ce cas, un point critique de 3.9 représente une solution au les équations de Navier-

Stokes stables données par
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vy Vo, = =Vpy + f
V-, =0, x €N (3.10)
Voo = Uy
avec la méme force externe et la méme vitesse limite. Ici nous souhaitons étudier la stabilité

avec respect des données initiales vy = v, + ug. Ensuite, la perturbation u = v — v, satisfait

I’équation :
ou+v-Vvo—vAu= -V (p—p) —u-Vu,
V-v,=0 xr,t) € Q x (0,00
’ (#:1) (0, 00) (3.11)
u(x,0) = u, (0) x €}
U|aQ:0

\

En multipliant 3.11 par u et en intégrant sur €2, on déduit 1’ équation d’énergie suivante

d [lul? 2
pr Tda: =— [ |Vu|* = [u-Vuudz t € (0,00) (3.12)
Q Q Q

A partir de (2.2.12), on peut facilement prouver un théoréme de dépendance continue pour
classes de régularité appropriées de solutions. En général, rien ne peut étre dit a propos de la
stabilité de la solution stationnaire v, de 3.11, sauf que les perturbations u (z,t) dépendent
de la taille de vy.. De plus, il est clair que un candidat fonctionne de Lyapunov F (u) coincide
avec la norme spatiale L? —norme de u ||lul|;. deviendra un fonctionnel de Lyapunov pour
le systéeme 3.11 si :

- v/ |Vu|?dr = /u - Vupudr <0 (3.13)

Q Q
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Conclusion

Dans ce travail, nous introduisons quelques définitions et méthodes qualitatives utile dans
I’étude de la stabilité non linéaire par rapport aux données initiales d’un mouvement fluide
de base. Le but est de rappeler ’énergie méthode utilisées pour étudier les propriétés dis-
tinctives de la stabilité non linéaire pour les fluides incompressibles (équations paraboliques)
et pour les corps élastiques (équations hyperboliques), respectivement, et donner un apergu

des résultats obtenu dans notre travail.
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